微 积 


微 积分 是 欧 几 里 德 几 何 之 后 全 部 数学 中 最 大 的 创造 ， 其 创始 人 是 17 世纪 的 英国 的 牛顿 
和 德国 的 莱 布 尼 兹 (Leibniz)(1646-1716) 。 

在 牛顿 和 莱 布 尼 北 之 前 已 经 有 了 许多 体现 微 积分 思想 的 研究 . 这 种 思想 可 以 追溯 到 古 希 
腊 的 欧 几 里 德 几 何 ， 即 用 穷竭 法 求 相似 形 的 几何 量 之 间 的 比例 关系 . 事实 上 ， 现 代 的 积分 理 
论 正 是 基于 穷竭 法 的 思想 . 

我 们 将 首先 回顾 一 下 17 世纪 在 牛顿 和 莱 布 尼 兹 之 前 微 积分 的 前 期 历史 ， 然 后 着 重 讲述 
牛顿 和 莱 布 尼 兹 . 


一 17 世纪 初 的 微 积分 

在 上 一 讲 我 们 曾经 提 到 过 微 积分 起 源 于 四 个 问题 ， 即 ， (1) 由 加 速度 求 路 程 及 其 反问 
题 ， (2) 求 曲 线 的 切线 ， (3) 极 值 问题 ， (4) 求 长 度 、 面 积 、 体 积 . 

第 (1) 个 问题 实际 上 被 伽利略 (1564-1642) 归结 到 第 (4) 个 问题 ( 及 其 反问 题 ). 在 
匀 加 速 运动 中 ， 他 证 明了 : 在 时 间 - 速度 图 形 下 的 面积 就 是 距离 . 他 对 于 面积 的 想法 和 开 普 
勒 (1571-1630) 类 似 ( 开 普 勒 用 无 穷 小 面积 或 体积 之 和 来 求 面积 或 体积 )， 但 是 他 ( 通过 面 
积 ) 给 出 的 距离 公式 ( 5 = 16 三 ， 其 中 5 是 以 英尺 为 单位 的 距离 ， t 是 以 秒 为 单位 的 时 
间 ， 物 体 作 自由 落体 运动 ， 重 力 加 速度 为 32 ) 的 证 明 是 含糊 不 清 的 ， 如果 运动 比较 复杂 ， 
距离 就 更 无 法 由 速度 算出 来 了 。 

求 曲 线 的 切线 与 光 的 反射 和 折射 密切 相关 ， 因 而 很 多 人 研究 过 这 个 问题 。 费 马 ( 1629 
年 就 已 经 得 到 的 、 出 现在 1637 年 的 手稿 《 求 最 大 之 和 最 小 值 的 方法 》 中 ) 的 方法 是 实际 
上 就 是 现代 的 方法 .他 用 相似 三 角形 (通过 消去 小 增 量 ) 求 出 次 切线 的 长 度 ， 从 而 确定 切 
线 的 位 置 ， 费 马 的 方法 的 正确 性 需要 极限 理论 作 基 础 ， 而 极限 理论 在 当时 是 没有 的 . 和 贡 卡 
尔 对 于 多 项 式 定 义 的 曲线 给 出 了 切线 的 (不 依赖 于 极限 的 ) 纯 代 数 的 求法 . 他 批评 费 马 的 
方法 无 法 表达 清楚 .但 是 费 马 宣称 自己 的 方法 优越 (适用 于 任何 曲线 )， 同 时 他 也 看 到 了 小 
增 量 的 好 处 (这 个 小 增 量 实际 上 就 是 微分 dz )。 其 他 研究 过 切线 问题 的 人 还 有 罗 贝 瓦尔 
(Roberval)(1602-1675) 以 及 巴 罗 (Barrow)(1630-1677) ， 前 者 将 曲线 看 作 具 有 两 个 方 
向 上 的 速度 的 运动 的 点 的 轨迹 ， 切 线 方向 就 是 合 速度 方向 ， 因 而 是 两 个 方向 上 的 速度 构成 
的 平行 四 边 形 的 对 角 线 方向 ,这 推广 了 阿 基 米 德 求 ( 阿 基 米 德 ) 螺 线 的 切线 的 方法 。 托 里 拆 
利 (Iorricelli)(1608-1647) 是 伽利略 的 学 生 ， 他 用 罗 贝 瓦尔 的 方法 求 出 了 曲线 y = 2 的 
切线 . 巴 罗 是 剑桥 大 学 的 第 一 任教 授 ( 牛顿 的 前 任 )， 他 试图 完全 用 几何 的 方法 得 到 切线 ， 
以 避 开 说 不 清 的 极限 概念 . 他 的 方法 非常 复杂 ， 实 际 上 他 最 终 还 是 无 法 避 开 代数 ， 本 质 上 和 
费 马 的 方法 一 样 .例如 他 计算 曲线 2” = pz 在 其 上 一 点 (Z;,y) 处 的 切线 如 下 : 用 工 十 e 
代替 ,用 yy 十 a 代替 9 ， 得 到 内 二 2ay 十 o =DZ 十 pe .消去 %2 和 pz ， 得 到 
2ay 十 叶 = DZ . 然后 他 去 掉 e 和 0 的 高 次 项 ， 得 到 = 亏 ( 切线 的 斜率 )， 由 此 算出 次 
切线 的 长 度 ， 即 得 到 了 切线 . 

关于 问题 (3) ， 即 求 极 值 的 问题 ， 开 善 勒 在 《测量 酒 桶 体积 的 新 科学 》 (1615 年 ) 一 书 
中 说 到 一 个 重要 的 事实 : 变量 ( 例如 内 接 于 球 的 底面 为 正方 形 的 直 平行 六 面体 的 体积 ) 越 接近 
于 极 大 值 , 其 (相对 于 高 的 ) 变 化 越 小 . 费 马 在 《 求 最 大 之 和 最 小 值 的 方法 》 中 用 一 个 例子 说 
明 自 己 的 方法 . 给 定 一 个 线段 , 求 其 上 一 点 , 使 得 以 被 这 点 分 成 的 两 部 分 线段 为 边 的 抢 形 的 面 


识 最 大 . 设 整个 线段 为 巨 , 其 中 一 部 分 为 4 ， 风 矩形 面积 为 ( 瑟 一 4)4 = 4 娓 一 42 . 然后 
他 用 4 十 妃 代 替 4 , 则 另 一 部 分 就 是 刀 - (4 十 五 ) , 矩形 面积 为 (4 十 五)( 刀 一 4 一 万 ) .如 
果 这 里 的 4 和 号 一 4 使 得 面积 最 大 , 他 认为 (按照 开 普 勤 的 看 法 ) 上 面 说 的 两 个 面积 应 当 相 
等 . 于 是 得 到 等 式 4 已 十 五 有 一 42 一 24 万 一 有 = 4B-42 . 即 互 有 -241 一 玉 2 = 0 . 
此 式 除 以 媚 ， 再 取 已 = 0 ， 就 得 到 妃 = 24 .所 以 结论 是 ， 正 方形 时 面积 最 大 ， 他 说 这 
个 方法 是 普遍 有 效 的 。 作 为 一 般 原 则 的 描述 ， 他 说 ; 如 果 4 是 自 变量 ， 并 且 如 果 4 增加 到 
4 十 媚 ， 则 当 古 变 成 无 限 小 并 且 函 数 经 过 一 个 极 大 值 ( 或 极 小 值 ) 时 ， 函 数 的 前 后 两 个 值 
是 相等 的 . 把 这 两 个 值 等 同 起 来 , 用 妃 除 方程 ， 然 后 使 媚 消失 ， 就 可 以 从 所 得 的 方程 确定 
函数 取 极 大 值 或 极 小 值 的 4 的 值 。 用 现在 的 语言 说 ， 即 如 果 函 数 F(X) 在 X = 4 除 达 到 
极 值 ， 则 萎 和 4 已- 人 趋 于 0( 当 瓦 趋 于 0) ， 也 就 是 必 (4) = 0 . 

研究 问题 (4) 的 人 很 多 . 开 普 勤 求 面 积 、 体 积 的 方法 是 将 同 维 数 的 容易 计算 的 小 的 图 形 
的 面积 、 体 积 求 和 ， 让 小 图 形 越 来 越 小 ， 个 数 越 来 越 多 以 至 无 穷 . 这 当然 是 积分 的 思想 ， 但 
是 他 不 可 能 说 清楚 ( 因为 没有 极限 的 概念 ). 卡 瓦 列 里 (Cavalieri)(1598-1647) 是 伽利略 的 
学 生 ， 他 力图 将 仙 利 略 求 面 积 的 方法 说 清楚 . 他 认为 面积 是 由 无 穷 多 条 等 距 、 平 行 的 线段 构 
成 的 ， 体 积 是 由 无 穷 多 个 等 距 、 平 行 的 平面 面积 构成 的 。 他 把 这 些 线段 和 面积 叫 作 面积 和 体 
积 的 不 可 分 元 . 例如 平行 四 边 形 的 对 角 线 将 该 四 边 形 分 成 的 两 个 三 角形 的 面积 相等 (这 是 爷 
利 略 推导 自由 落体 运动 的 路 程 公式 时 用 到 的 事实 )， 其 原因 是 这 两 个 三 角形 有 对 应 相等 的 线 
段 不 可 分 元 ,他 的 方法 被 称 为 “不 可 分 法 "。 根 据 不 可 分 法 ， 他 得 到 了 现在 中 学 立体 几何 中 
的 “ 卡 瓦 列 里 定理 "， 如 果 两 个 等 高 的 立体 的 距离 底面 相等 的 截面 的 面积 有 恒定 的 比例 ， 则 
他 们 的 体积 之 比 等 于 这 个 比例 . 对 于 平面 图 形 的 面积 也 有 类 似 的 定理 . 他 在 《一 百 道 杂 题 》 
( 1639 年 ) 一 书 中 对 于 见 = 1 … ,9 用 不 可 分 法 证 明了 所 zn"dz = 玫 - .他 的 方法 
遭 到 了 同时 代 人 的 很 多 批评 ， 但 是 还 是 有 许多 人 ( 例如 费 马 、 帕 斯 卡 、 罗 贝 殉 尔 ) 用 这 个 方 
法 . 罗 贝 瓦尔 用 不 可 分 法 求 出 了 摆 线 的 半 拱 下 的 面积 是 圆 面 积 的 1.5 倍 . 他 的 证 明 富有 技巧 
性 . 计算 面积 、 体 积 的 最 重要 的 新 方法 仍然 来 源 于 古 希 腊 的 穷竭 法 . 原来 的 穷竭 法 是 用 多 边 
形 和 多 面体 去 接近 复杂 的 图 形 。 17 世纪 的 数学 家 借助 于 坐标 几何 用 失 形 或 长 方 体 作 逼近 . 
例如 求 抛物 线 了 = 22 下 方 由 Z = 0 到 7 = 已 的 面积 . 将 轴 上 0 到 妃 的 线段 分 成 刀 
等 份 ， 则 分 点 的 横 坐 标 为 d = ji (1 = 1 ,7 风 ) 。 从 每 个 分 点 出 发 作 平行 于 y 轴 的 直线 
与 抛物 线 相交 ， 则 交点 的 纵 坐 标 为 (id)2 .以 z 轴 上 的 每 个 小 等 分 线段 为 底 边 以 该 小 段 的 
右 端 点 对 应 的 抛物 线 上 的 点 的 纵 坐 标 为 高 作 和 矩形 ， 则 这 些 和 矩形 的 面积 之 和 为 
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当 刀 是 无 穷 大 时 ,就 得 到 面积 # 刀 3 . 这 个 方法 是 斯 泰 芬 (Stevin)(1548-1620) 在 1586 年 
提出 的 , 许多 人 (包括 费 马 、 帕 斯 卡 在 内 ) 都 运用 此 方法 . 但 是 如 果 曲 线 不 是 这 样 简单 ， 则 计 
算 中 的 第 二 到 第 三 步 ( 求 级 数 的 和 ) 需要 特别 的 技巧 . 因此 这 种 方法 得 到 的 结果 并 不 多 。 沃 
利 斯 在 《无 穷 的 算术 》 用 分 析 的 方法 一 书 中 计算 了 大 量 的 面积 。 在 计算 圆 面积 时 求 得 了 我 
们 在 第 四 讲 中 提 到 的 上 的 无 穷 乘 积 表达 式 。 圣 文 森 特 的 格雷 戈 里 (Gregory)(1584-1667) 
用 在 求 双 曲 线 y = 土 与 Z 轴 上 7zZo 到 2 的 线段 之 间 的 面积 时 发 现 ; 如 果 以 Z 轴 上 的 
小 线段 为 侧 边 的 曲线 梯形 面积 相等 时 ， 对 应 的 9 的 值 成 等 比 数列 。 用 现在 的 语言 来 说 就 是 


广 至 =8logy 。 另 一 个 俯 姆 斯 格雷 戈 里 (James. Gregory)(1638-1675) 研究 过 曲线 


段 的 长 度 的 求法 . 但 是 椭圆 的 周 长 难 住 了 数学 家 . 

总 的 来 说 ， 牛 顿 和 莱 布 尼 北 的 先驱 者 们 在 以 上 4 个 问题 都 已 经 有 了 微分 和 积分 初步 思 
想 ， 并 且 解 决 了 者 干 问题 ， 还 在 少数 情形 下 发 现 了 这 些 问题 之 间 的 联系 . 

但 是 微 积分 的 主要 特征 : 积分 可 以 由 微分 的 北 过 程 求 得 ( 即 微 积 分 基本 定理 ) 并 没有 被 
人 们 体会 到 . 其 主要 原因 是 缺乏 更 高 的 洞察 力 (概括 能 力 ) 以 及 传统 的 惰性 . 人 们 沉没 在 各 
种 问题 的 细节 里 ; 还 因为 不 少 人 力图 通过 传统 的 几何 途径 来 获得 严格 性 ， 而 没有 探索 新 的 代 
数 与 坐标 几何 中 所 殖 含 的 巨大 洪 力 . 作用 不 大 的 细微 末节 的 推理 耗 尽 了 人 们 的 精力 . 将 各 类 
表面 上 看 来 不 同 的 问题 统一 起 来 用 微 积分 来 处 理 并 且 发 现 微分 与 积分 的 关系 是 由 牛顿 和 莱 
布 尼 效 完成 的 . 


二 .牛顿 

牛顿 (Newton)j(1642-1727) 出 生 于 英格兰 的 一 个 小 村 庄 ， 其 父 在 他 出 生前 两 个 月 去 
世 。 他 在 上 大 学 前 在 一 个 低 水 平 的 地 方 学 校 上 学 ， 没 有 特殊 才华 的 表现 .他 考取 大 学 时 欧 几 
里 德 几 何 的 答卷 有 缺陷 。 19 岁 时 他 进入 剑桥 大 学 的 三 一 学 院 ,学 习 自 然 哲 学 ( 即 科 学 ), 他 
受到 的 鼓励 几乎 全 部 来 自 于 他 的 老师 巴 罗 ,其 他 的 老师 对 他 并 没有 太 高 的 评价 . 他 自己 作 实 
验 ， 研 究 稍 卡 尔 的 《几何 》 以 及 哥 白 尼 、 开 普 勒 、 伽 利 略 、 沃 利 斯 和 巴 罗 的 著作 ，4 年 后 他 
刚 学 完 大 学 课程 ， 伦 敦 地 区 流行 鼠疫 ， 学 校 关 闭 . 他 回 到 故乡 伍 尔 斯 索 普 .在 接着 的 两 年 中 
(1665-1666) 他 开始 了 在 机 械 、 数 学 和 光学 方面 的 伟大 的 工作 . 他 意识 到 引力 与 距离 成 反比 
的 定律 (这 个 概念 以 前 有 人 (包括 开 普 勤 ) 提出 过 ) 是 打开 无 所 不 包 的 力学 大 门 的 钥匙 。 他 
获得 了 解决 微 积 分 问题 的 一 般 方法 . 他 通过 光学 试验 作出 了 划时代 的 发 现 : 太阳 光 的 白光 是 
各 种 颜色 的 光 混 合 而 成 的 .他 后 来 说 : “所 有 这 些 是 在 1665 和 1966 两 个 鼠疫 年 中 作 的 ， 
因为 在 这 些 日 子 里 我 正 处 在 发 现 力 最 盛 的 时 期 ， 而 且 对 于 数学 和 哲学 ( 自然 哲学 ) 的 关心 比 
其 他 任何 时 候 都 多 . ” 鼠 疫 年 后 ， 1667 年 他 回 到 剑桥 获得 硕士 学 位 ， 被 选 为 三 一 学 院 研 究 
员 。 两 年 后 巴 罗 辞 去 教授 席位 ， 牛 顿 被 委任 接替 巴 罗 . 听 他 的 课 的 学 生 很 少 . 除 巴 罗 外 ， 他 
的 独创 性 的 材料 也 很 少 有 同事 注意 . 他 很 长 时 间 没 有 发 表 自 己 的 成 果 ,， 其 原因 似乎 是 他 怕 别 
人 批评 ， 狄 摩根 说 “一 种 病态 的 害怕 别人 反对 的 心理 统治 了 他 的 一 生 .” 1672 年 他 发 表 了 
一 篇 光学 论文 并 附 有 他 的 自然 哲学 思想 的 作品 ， 遭 到 了 包括 虎 克 (Hooke)(1636-1703) 和 
惠 更 斯 (Huygens)(1629-1695) 等 大 多 数 人 的 反对 . 牛顿 决心 再 不 发 表 论文 了 . 但 是 1675 
年 他 又 发 表 了 另 一 篇 光学 论文 ， 其 中 包括 光 的 粒子 学 说 ,结果 再 一 次 遭 到 暴风 雨 般 的 批评 ， 
这 次 牛顿 决心 死 后 再 公开 他 的 成 果 . 不 过 在 1687 年 在 他 的 同事 天 文学 家 察 雷 (Halley) 的 
协助 下 还 是 出 版 了 《自然 哲学 的 数学 原理 》 ( 简称 《原理 》 )， 后 来 又 在 1704 年 和 1707 
年 出 版 了 《光学 》 和 《普遍 的 算术 》. 《原理 》 在 1713 和 1726 年 再 版 . 这 本 书 给 他 带 来 
了 巨大 的 声望 . 此 书 很 难 懂 ， 他 对 朋友 说 这 是 他 故意 这 样 做 的 ，“ 目 的 是 为 了 避免 遭 到 数学 
知识 浅 莫 的 人 的 抑制 .” 在 当 了 35 年 教授 之 后 ， 牛 顿 成 为 了 泪 丧 的 、 痛 苦 的 神经 衰竭 者 . 
他 决定 放弃 研究 ， 并 于 1695 年 接受 任命 ， 担 任 伦敦 的 不 列 颠 造 币 厂 的 监察 ， 此 后 除了 关于 
个 别 问 题 之 外 就 没有 进行 过 研究 。1703 年 他 成 为 皇家 学 会 会 长 一 直到 逝世 1705 年 被 授 
予 筋 士 的 称号 ， 

我 们 简单 介绍 一 下 《原理 》 这 本 巨著 . 该 书 是 研究 天 体力 学 的 ， 但 是 对 于 数学 的 发 展 也 
有 巨大 的 贡献 . 全 书 共 分 三 卷 . 在 序言 中 他 定义 了 惯量 、 动 量 、 力 等 力学 概念 ,然后 就 叙述 三 
个 运动 学 定律 . 事实 上 前 两 个 定律 是 仰 利 略 和 篆 卡尔 已 经 提出 过 , 但 是 牛顿 给 出 了 更 明确 、 
更 概括 的 氢 述 .第 一 卷 开始 讲述 了 微 积分 的 一 些 定 理 ， 然 后 讨论 中 心力 作用 下 的 运动 .他 证 
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明了 面 速度 相等 的 定理 、 圆 锥 曲线 运动 时 引力 与 距离 平方 成 反比 的 定理 以 极其 逆 定 理 ,， 这 样 
从 运动 三 定律 出 发 推出 了 开 普 勒 的 三 个 定律 . 他 还 讨论 了 圆锥 曲线 运动 的 更 细致 的 问题 以 及 
物体 沿 给 定 的 表面 的 运动 . 接着 他 从 运动 定律 和 引力 定律 推断 了 二 体 运 动 的 法 则 . 然后 他 考 
虑 球体 和 球 这 对 于 一 个 质点 的 吸引 力 , 证 明了 均匀 球 壳 对 于 它 内 部 的 质点 没有 吸引 力 ， 对 于 
椭 球 壳 也 有 同样 的 结论 . 均匀 球 壳 在 对 于 在 它 外 面 的 质点 的 引力 等 于 将 球 壳 的 质量 集中 到 
球 心 时 的 引力 ， 进 而 推导 出 两 个 球 对 称 的 物体 之 间 的 引力 相当 于 把 他 们 的 质量 都 集中 到 球 
心 时 两 个 质点 之 间 的 引力 . 在 第 一 卷 的 最 后 牛顿 考虑 了 三 体 问题 ， 这 个 问题 至 今 没有 解决. 

《原理 》 的 第 二 卷 是 流体 力学 的 源头 . 在 一 些 问 题 中 他 假定 物体 在 介质 中 受到 的 阻力 与 
速度 成 正比 , 在 另 一 些 问题 中 他 假定 阻力 与 速度 的 平方 成 正比 . 他 研究 了 何 种 形状 的 物体 受 
到 的 阻力 最 小 ， 钟 摆 和 发 射 的 炮弹 在 空气 和 小 体 中 的 运动 . 在 波动 研究 的 研究 中 ， 他 得 到 了 
声音 在 空气 中 的 传播 速度 . 对 于 介质 中 运动 阻力 的 研究 导致 他 的 结论 : 行星 是 在 真空 中 运行 
的 . 


第 三 卷 的 标题 是 “ 论 世 界 的 体系 ”. 他 将 第 一 卷 中 的 普遍 理论 用 于 太阳 系 . 他 说 明了 太阳 
的 质量 如 何 用 地 球 的 质量 求 出 (对 于 行星 与 其 卫星 同样 如 此 ) 他 计算 了 地 球 的 平均 密度 ( 是 
水 的 密度 的 5-6 倍 ). 他 证 明了 地 球 是 一 个 扁 球 ， 并 计算 了 扇 的 程度 ( 与 现在 的 数据 略 有 差 
别 )， 由 此 算出 地 球 上 不 同位 置物 体重 基 的 变化 ， 并 且 证 明了 重量 不 能 将 地 球 的 质量 都 集中 
到 地 心 那样 来 算 ， 其 主要 原因 是 地 球 是 扁 球 以 及 月 球 的 引力 . 他 计算 出 地 球 的 受 力 点 应 当 在 
旋转 轴 上 周期 地 变化 ， 周 期 为 26000 年 (亚历山大 时 期 的 希 帕 恰 斯 从 观测 资料 中 得 到 过 ， 
他 所 说 的 周期 是 地 球 的 旋转 轴 相 对 于 恒星 天 体 运 动 的 周期 ， 与 牛顿 的 周期 是 彼此 相等 的 )， 
午 顿 还 研究 了 潮汐 的 原因 ， 得 到 的 绪论 是 : 月 球 是 测 汐 的 主要 原因 ， 而 太阳 是 次 要 的 .利用 
测 汐 他 计算 了 月 球 的 质量 .他 还 对 于 月 球 的 运动 作 了 各 方面 的 研究 ( 如 远地点 的 变化 、 月 球 
轨道 与 地 球 轨道 的 相对 位 置 的 变化 周期 等 )， 这 对 于 改进 地 球 经 度 的 求法 是 必需 的 . 在 这 方 
面 他 花费 了 大 量 时 间 做 艰苦 的 工作 ， 他 说 这 个 问题 是 他 感到 头疼 ， 

牛顿 对 于 科学 的 兴趣 显然 比 对 于 数学 的 兴趣 大 得 多 . 除了 天 体力 学 、 光 学 、 珍 力学 、 流 体 
力学 之 外 ， 他 还 对 于 化 学 做 出 了 重要 的 贡献 . 他 写 过 一 篇 《 酸 的 性 质 》 的 论文 ， 试 图 用 最 终 
微粒 解释 化 学 现象 ， 他 还 在 热学 提出 了 著名 的 冷却 定律 . 

下 面 我 们 谈 谈 和 牛顿 关于 微 积分 的 工作 . 在 这 方面 他 总 结 了 由 许多 人 发 展 起 来 的 思想 ， 建 
立 了 成 热 的 方法 ， 提 出 了 前 面 提 到 的 四 个 问题 的 内 在 联系 。 1669 年 他 在 朋友 间 散 发 了 题 为 
《运用 无 穷 多 项 方程 的 分 析 学 》 的 小 册子 ( 1711 年 出 版 )， 他 假定 有 一 条 曲线 。 他 并 不 是 
去 求 曲线 与 2 轴 之 间 (在 y 轴 和 2Z 处 的 纵 坐 标 线 之 间 ) 的 面积 ， 而 是 假定 面积 是 已 知 的 


区 本 
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其 中 7 是 整数 或 分 数 . 他 把 2 的 无 限 小 增 量 称 作 Z 的 “ 瞬 ” (moment) ， 记 为 o (这 是 
和 詹姆斯, 格雷 戈 里 用 过 得 记号 ,也 就 是 费 马 所 用 的 已 ). 在 曲线 与 Z 轴 之 间 、2Y 轴 和 2Z 十 0 
处 的 纵 坐 标 线 之 间 的 面积 应 为 xz 十 0:VY ( 即 o.y% 是 面积 的 瞬 )。 则 应 有 


2 十 0 一 al(Z 十 0o)7”. 


将 此 式 用 二 项 式 定 理 展开 (如 果 也 是 分 数 ， 则 得 到 一 个 无 穷 级 数 )， 在 与 上 式 相 见 ， 消 去 
0 ， 略 去 含 o 的 项 ， 就 得 到 


4 一 TaZm 


(人 们 早已 知道 ) 此 式 右 端 是 z = azZ” 在 2 处 的 变化 率 ， 因 此 面积 在 任 一 点 2 处 的 变化 


4 


率 等 于 y 在 2 处 的 值 。 反 过 来 ， 如 果 曲 线 的 方程 是 y = mazm- -1 ， 则 它 下 面 的 面积 就 是 
区 三 沪 帮 入 

在 这 里 ， 牛 顿 不 但 给 出 了 求 变化 率 的 普遍 方法 ， 同 时 证 明了 面积 可 以 由 求 它 的 变化 率 的 
道 过 程 得 到 。 因 为 面积 是 无 穷 小 面积 的 和 ( 的 极限 )， 所 以 牛顿 证 明了 这 样 的 “和 ”可 以 由 
求 它 的 变化 率 的 道 过 程 得 到 ， 即 “和 ”可 以 由 反 微 分 得 到 .这 就 是 我 们 现在 所 说 的 “ 微 积 
基本 定理 "。 虽 然 牛顿 的 先驱 者 们 从 一 些 特殊 的 例子 中 模糊 地 预见 到 了 这 个 事实 ， 但 是 牛顿 
看 到 了 这 个 事实 的 普遍 性 . 

在 证 明了 面积 得 导数 是 函数 值 y 并 断言 着 程序 正确 后 ， 牛 顿 证 明了 ， 如 果 % 是 若干 项 
的 和 ， 则 面积 就 是 由 每 一 项 得 到 的 面积 的 和 。. 用 现在 的 话说 就 是 ;函数 的 和 的 不 定 积分 是 函 
数 的 不 定 积分 的 和 。 这 使 得 他 可 以 用 级 数 的 积分 进行 计算 . 例如 为 了 求 = 1/(1 二 z2) 的 
积分 ， 他 将 y 表示 成 


一 1 一 友 2 十 玲 一 2 二 Z8 一: 
然后 逐 项 积分 ， 他 注意 到 如 果 把 9 表 成 


] 一 2 工 2 4 6 8 
二 


也 能 做 逐 项 积分 ， 他 接着 说 ， 当 z 比较 小 时 应 该 用 第 一 个 展开 式 ， 而 当 z 比较 大 时 必须 用 
第 二 个 展开 式 . 由 此 可 以 看 出 牛顿 已 经 有 了 我 们 现在 所 说 的 收敛 性 的 意识 , 但 还 没有 明确 的 
概念 . 

这 本 小 册子 里 的 推理 当然 有 说 不 清楚 的 地 方 ， 例 如 “ 瞬 ” 的 定义 是 什么 ? 为 甚 庆 可 以 会 
去 含 o 的 项 ? 所 以 在 小 册子 中 说 ，“ 与 其 说 是 精确 的 证 明 ， 不 如 说 是 简短 的 说 明 .。 

1671 年 他 写 了 《 流 数 法 和 无 穷 级 数 》 一 书 ( 1736 年 出 版 ). 书 中 他 把 变量 称 为 “流量 。 
(tuent) ， 把 变量 的 变化 率 称 为 “ 流 数 。 (ftuxion) 他 把 流量 z 的 流 数 记 为 写 ， 把 之 的 


流 数 记 为 艺 ， 流 数 7 的 流量 为 z ， 2 的 流量 为 zx 。 他 把 任何 变量 都 看 作 是 随时 间 而 变 
的 ， 而 用 o 记 无 穷 小 的 时 间 间 隔 . 于 是 2o 就 是 Z 的 无 穷 小 增 量 .如 果 有 流量 之 间 的 关系 
式 y = Z"” ， 为 了 求 它们 的 流 数 汪 和 Y 之 间 的 关系 ， 他 从 y 十 go = (z 十 2o)” 出 发 ， 经 
过 和 上 面相 同 的 处 理 ， 得 到 》 = nz” 1 .用 现在 的 记号 ， 即 畦 = nz" 1 至 .于 是 他 可 
以 通过 放 和 之 的 比值 求 出 型 .这 个 方法 其 实 与 前 面 的 方法 没有 本 质 区 别 ， 其 严格 性 并 没 
有 任何 改进 .但 是 观点 毕竟 有 些 不 同 ， 他 把 瞬 o 、 go 看 作 随时 间 变 化 的 量 ， 而 原来 的 瞬 
都 是 ( z 和 z 的 ) 最 右 端的 一 小 片 。 新 想法 有 伽利略 的 动力 学 观点 ， 而 老 方法 用 的 是 静 力 
学 的 观点 。 牛顿 本 人 也 知道 流 数 勾 、 7 都 没有 真正 定义 过 . 

他 接着 讨论 了 逆 过 程 ， 即 从 导数 求 原 函数 .他 分 三 种 情形 考虑 ， 实 际 上 就 是 解 了 三 类 微 
分 方程 . 他 意识 到 了 自己 已 经 找到 了 一 个 普遍 的 方法 . 以 前 的 各 类 问题 都 是 他 的 方法 所 能 处 
理 的 特例 ， 

1676 年 牛顿 写 了 第 三 篇 微 积 分 论文 《 求 曲 边 形 的 面积 》 ( 发 表 于 1704 年 )， 他 试图 避 
开 无 穷 小 量 带 来 的 含糊 不 清 .他 引入 了 新 的 概念 : 最 初 和 最 后 比 ， 并 且 借助 于 几何 来 说 明 这 
些 概念 . 但 实际 上 与 前 两 种 方法 比较 并 没有 改进 逻辑 上 的 严格 性 . 
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三 ， 莱 布 尼 兹 
莱 布 尼 效 最 初 研究 法 律 ， 它 的 哲学 学 士 学 位 论文 是 关于 逻辑 的 。 1666 年 他 写 了 《 论 组 
合 的 艺术 》， 是 一 本 关于 一 般 推理 方法 的 著作 ,因此 获得 了 博士 学 位 并 使 他 成 为 阿尔 特 多 福 
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大 学 的 教授 ， 1672 年 3 月 他 作为 德国 城市 美 因 获 的 选 帝 修 ( 有 权 选 举 罗马 帝国 皇帝 的 诸 
侯 ) 的 大 使 政治 出 差 到 巴黎 . 这 使 得 他 与 数学 家 和 科学 家 有 了 接触 ,特别 是 惠 更 斯 激 起 了 他 
对 数学 的 兴趣 . 莱 布 尼 兹 本 人 说 他 在 1672 年 前 基本 上 不 懂 数学 .第 二 年 他 前 往 伦敦 ， 遇 到 
了 另外 一 些 数学 家 和 科学 家 .他 在 做 外 交 官 的 同时 深入 地 研究 了 笛 卡尔 和 帕斯卡 的 著作 。 
1676 年 他 被 任命 为 汉诺威 选 帝 侯 的 图 书馆 的 管理 员 的 顾问 。 24 年 后 勃 兰 登 堡 的 选 帝 修 入 
请 他 到 柏林 工作 ， 直 到 去 世 . 

除了 外 交 官 外 , 莱 布 尼 兹 还 是 哲学 家 、 法 学 家 、 历 史学 家 、 语言 学 家 和 先驱 的 地 质 学 家 ， 
他 在 逻辑 学 、 力 学 、 光 学 、 数 学 、 流 体 静 力 学 、 航 海 学 和 计算 机 方面 都 作 了 重要 的 工作 .他 
重视 知识 的 应 用 ， 将 大 学 称 为 “ 僧 院 *， 因 为 大 学 有 知识 但 是 没有 判断 力 。 1700 年 柏林 科 
学 院 的 建立 就 是 它 的 建议 . 

莱 布 尼 兹 从 1684 年 期 发 表 微 积 分 的 论文 ， 这 些 论文 实际 上 是 来 自 于 从 1673 年 开始 写 
的 但 是 从 未 发 表 的 数 百 页 的 笔记 . 

他 在 《 论 组 合 的 艺术 》 中 注意 到 数列 的 不 同 阶 差 的 关系 ;平方 序列 的 一 阶 差 是 等 差 数 
列 ， 二 阶 差 是 常数 列 . 这 对 于 他 关于 微 积 分 思想 是 有 重要 的 的 . 他 一 直 把 积分 看 作 是 求 和 。 
为 了 处 理 函 数 的 积分 ， 他 把 序列 看 作 是 函数 在 自 变量 的 等 距离 分 点 处 的 值 ， 他 常 将 自 变量 
的 间距 记 为 dz 或 w ， 而 把 相 邻 函数 值 的 差 记 为 dy 或 / .他 的 微 积分 的 工作 的 出 发 点 
是 求 函 数 y = 7z 与 Z 轴 之 间 直角 三 角形 的 面积 ， 此 时 他 的 序列 恰好 是 由 0 开始 的 等 差 
数列 ， 而 且 数列 的 项 的 序号 与 该 项 的 值 乘 以 1 相等 .所 以 此 三 角形 的 面积 应 当 等 于 并 多 
(他 的 记号 是 omn. 如 ， 后 来 改 为 yl ) 由 平面 几何 知道 三 角形 的 面积 为 所 .因此 他 得 
到 手 W(= ydy) . 他 又 从 几何 中 得 到 一 个 定理 : 


/ 一 24 一 /ee (5 


在 此 式 中 取 dy = zdz ( 则 % = J dy = J zdz = 一) ,得 到 zzdz = 7 扫 一 全 dz ， 
于 证 


在 莱 布 尼 兹 的 早期 论文 中 ， 他 似乎 在 探索 积分 和 微分 的 运算 ， 并 看 出 它们 是 互 逆 的 .在 
1675 年 11 月 11 日 标题 为 《切线 的 反方 法 的 例子 》 的 手稿 中 ， 他 用 表示 和 ,用 dz 表 
示 差 。 他 断言 ，“ 作 为 求 和 的 过 程 的 积分 是 微分 的 道 . 

在 1676 年 6 月 26 日 的 手稿 中 ， 他 痊 识 到 求 切线 的 最 好 方法 是 求 dy/dz . 它 正 确 地 
忽略 了 dz 的 高 次 项 . 

在 1676 年 11 月 左右 他 给 出 了 dz" = nzn ldz 和 zn = 宅 了 ， 其 中 见 是 整数 或 
分 数 . 他 说 要 微分 Va 十 妈 二 cz2 ,， 设 wa 二 bz 十 c 和 = 和 ， 微 分 VZ ， 再 乘 以 dz/dz . 
这 就 是 链 式 法 则 ， 

1677 年 7 月 11 日 左右 ， 他 给 出 了 两 个 函数 的 和 、 差 、 积 、 商 的 微分 的 法 则 ,但 没有 给 
出 证 明 。 

1680 年 ， dz 成 为 横 坐 标的 差 ， dy 成 为 纵 坐标 的 差 ， 他 继续 用 微分 形式 ， 例 如 y = 
a2/z , 则 dy = 一 气 dz .他 给 出 求 曲 线 长 的 弧 元 素 为 ds = Vdz2 十 dy2 . 绕 z 轴 的 旋 
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转 体 体 积 为 了 =T yadz . 

1686 年 以 及 后 来 的 论文 中 给 出 对 数 函 数 和 指数 函数 的 微分 .他 还 讨论 了 曲率 、 密 切 圆 
和 包 络 理论 ，1697 年 他 在 给 小 伯 努 利 的 信 中 给 出 积分 号 下 对 参 变 量 的 微分 . 他 还 试图 定义 
高 阶 微分 . 还 想 定 义 dy ， 其 中 a 为 任 痊 实 数 ， 但 没有 成 功 . 

莱 布 尼 兹 的 工作 虽然 富有 启发 性 并 且 意 义 深远 , 但 是 非常 零碎 不 全 , 使 人 几乎 不 能 理解 
后 来 伯 努 利 兄弟 把 这 些 梗概 性 文章 大 力 加 工 ， 并 且 作 了 大 量 的 新 发 展 . 


四 ， 和 牛顿 与 莱 布 尼 兹 的 工作 的 比较 
共同 点 ， 1 将 微 积 分 发 展 为 能 应 用 于 众多 函数 的 新 的 普遍 方法 ; 

2， 将 微 积 分 算术 化 ， 即 在 代数 的 概念 的 基础 上 建立 微 积 分 ， 以 至 于 可 以 用 同样 的 方法 
处 理 中 许多 不 同 的 几何 和 物理 问题 ; 

3. 把 面积 、 体 积 等 以 前 作为 和 处 理 的 问题 归并 为 反 微分 . 

不 同 点 ， 

1. 牛顿 把 无 穷 小 量 作为 求 导 数 的 手段 ， 而 莱 布 尼 兹 则 直接 使 用 无 穷 小 增 量 . 或 者 说 ， 前 
者 着 重 于 微 商 ， 而 后 者 着 重 于 微分 ; 

2. 牛顿 自由 地 用 无 穷 级 数 表 示 函 数 ， 而 莱 布 尼 效 更 愿意 用 有 限 的 表达 式 ; 

3. 他 们 的 工作 方式 也 不 同 . 牛顿 是 根据 实际 经 验 的 、 具 体 的 和 拥 愤 的 ， 而 莱 布 尼 效 是 富 
于 想象 的 、 喜 欢 推广 而 且 是 大 胆 的 . 


